THEORIE MAGNETOHYDRODYNAMISCHER WELLEN

konnen die an reinen n-Ge-Einkristallen bei Tempe-
raturen des flissigen Wasserstoffs gemessenen Ef-
fekte ¢ nicht erklart werden. Ob die Einbeziehung
der Storstellenstreuung diese Diskrepanz zu beseiti-
gen vermag, wie es in entsprechender in der kon-
ventionellen Theorie bei héheren Temperaturen der
Fall ist>6, muB einer genauen Untersuchung vor-
behalten bleiben. Fiir die Deutung der beobachteten
Oszillationen in der Feldstarkeabhangigkeit von
Ap/o, gibt es jedoch bis jetzt keine Anhaltspunkte.
In nichtentarteten Halbleitern kann es einen Haas-
van-AvpHEN-Effekt im Sinne der Metalltheorie nicht
geben. Nach SteeLe '8 (Theory of Numbers) setzt
sich die integrale Eigenwertdichte von ,,freien* Elek-
tronen bei Beriicksichtigung der Bahnquantisierung
aus einem in H monotonen und einem in H oszil-

16 M. C. Steece, Phys. Rev. 88, 451 [1952].
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latorischen Anteil zusammen. Der o-Charakter in
der Ableitung der Fermischen Verteilungsfunktion
erhilt diese Oszillationen auch bei der Integration
iber das gesamte Eigenwertspektrum. Bei der ent-
sprechenden Integration tiiber die Ableitung der
Bovrrzmannschen  Verteilungsfunktion werden die
Oszillationen ,,ausgeglattet, so dall die Konzentra-
tion der Elektronen im L-Band eine monoton ab-
nehmende Funktion der magnetischen Feldstiarke
ist 17,

Fiir die stete Forderung dieser Arbeit und fiir wert-
volle Diskussionen danke ich Herrn Prof. Kraurz und
Herrn Dr. Scuurrz. Herrn Prof. Kounrer bin ich fiir die
Anregung und fiir einige Diskussionen zu dieser Unter-
suchung sehr dankbar.

17 S. auch A.N. Witson, The Theory of Metals, Cambridge
1953, S. 164 ff.
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Im Gegensatz zu den bisherigen Untersuchungen iiber magnetohydrodynamische Wellen werden
die MaxwerLschen Gleichungen in ihrer strengen Form mit den hydrodynamischen Gleichungen ge-
koppelt. Die als gyroelektrisches Medium betrachtete Fliissigkeit wird reibungsfrei, unmagnetisier-
bar und im Ruhesystem elektrisch neutral angenommen, wobei die Materialkonstanten sowie das
duBlere Magnetfeld ortsabhidngig sein konnen. Nach iiblicher Linearisierung lassen sich fiir Wellen-
ausbreitung langs des dufleren Magnetfeldes die Querwellen gesondert behandeln, die sowohl die
elektromagnetischen als auch die AvrvEnschen Wellen als Grenzfille enthalten. Das Reflexions- und
DurchlaBvermogen einer inhomogenen Schicht wird berechnet und fiir homogene Medien der

Energiesatz abgeleitet.

Im Jahre 1942 zeigte AvLrvEn!, dal} sich Storun-
gen in einer leitenden Fliissigkeit, die von einem
dulleren Magnetfeld durchsetzt wird, in bestimmter
Weise fortpflanzen und dal} insbesondere sinusfor-
mige Stérungen Wellen erzeugen, die als magneto-
hydrodynamische Wellen bezeichnet werden. Infolge
gewisser Voraussetzungen ergeben sich bei ALrvEN
allerdings spezielle magnetohydrodynamische Wel-
len, die nach ihrem Entdecker AvrvEnsche Wellen
genannt werden. Fiir die Ableitung dieser ALFvEN-
schen Wellen ist wesentlich, daf} der Verschiebungs-
strom vernachlassigt,” die Leitfdhigkeit unendlich ge-

1 H. AvrvEn, Ark. Mat. Astr. Fys. B 29, No. 2 [1942]. Cos-
mical Electrodynamics, Clarendon Press, Oxford 1950.

setzt und die Flissigkeit als inkompressibel betrach-
tet wird. Die von ALrvEN begonnenen Untersuchun-
gen tber das Verhalten dieser Wellen wurden vom
Standpunkt der Kontinuumstheorie aus von FEer-
rARO 2 und RoBerts ? fortgefiihrt. In diesen Arbeiten
wird das Reflexions- und Brechungsgesetz ALFVEN-
scher Wellen fiir eine Unstetigkeitsflache der Mas-
sendichte abgeleitet und das Reflexionsvermégen
bei senkrechtem Einfall angegeben. Naturgemiaf} ge-
hen in diese Ableitungen die Grenzbedingungen
wesentlich ein, die in der Magnetohydrodynamik
offenbar auch die Teilchenbewegung mit beriicksich-
2 V. C. A. Ferraro, Astrophys. J. 119, 393 [1954].
3 P.H.R

C.
H. Roserts, Astrophys. J. 121, 720 [1955].
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tigen miissen. Gerade die Annahme iiber die Grenz-
bedingungen sind in den genannten Arbeiten nicht
geniigend begriindet. Auflerdem ist die Voraus-
setzung einer Unstetigkeitsflaiche der Massendichte
astrophysikalischen Problemen — auf die die Ma-
gnetohydrodynamik vornehmlich angewandt wird —
sicher nicht angepalit.

Die vorliegende Arbeit zeigt zunichst, dal} bei
Beschrankung auf Wellenausbreitung ldngs des aufle-
ren Magnetfeldes ein allgemeinerer Wellentyp ab-
geleitet werden kann, der die elektromagnetischen
und AvrvEnschen Wellen als Grenzfélle enthalt. Der
Zusammenhang dieser Wellen, der hier aus der
Kontinuumstheorie folgt, wurde bisher nur auf
Grund sehr unterschiedlicher Dispersionsformeln
festgestellt (z. B. Astrom?; ScuriUTER ®). Anschlie-
Bend wird die abgeleitete eindimensionale Wellen-
gleichung auch fiir spezielle Ortsabhingigkeiten
der Materialkonstanten durch Anwendung eines von
EpsTen ¢ angegebenen Verfahrens gelost.

A. Die Grundgleichungen

Als Malsystem wird im Anschluf} an die bishe-
rigen Abhandlungen iiber magnetohydrodynamische
Wellen das Gausssche System verwendet. Das Zu-
sammenwirken von elektromagnetischen und hydro-
dynamischen Vorgingen in der Magnetohydrodyna-
mik bedingt die Verwendung der gekoppelten Max-
weLLschen und — im allgemeinsten Fall — Navier-
Stokesschen Gleichungen. Die Aufstellung der von
AvrvEN und den folgenden Autoren verwendeten
Grundgleichungen erfolgt unter der Voraussetzung,
dal} der Verschiebungsstrom gegeniiber dem Lei-
tungsstrom vernachlédssigt werden kann. Im Hin-
blick auf den allgemeineren Wellentyp, der hier
behandelt werden soll, ist diese Vernachldssigung
nicht mehr gestattet. Auflerdem ist zu beriicksichti-
gen, dall die Ortsabhingigkeit der Dielektrizitats-
konstanten eine zuséatzliche Kraftwirkung auf die
Materie ergibt, die in die hydrodynamische Grund-
gleichung eingehen muf}. Um die dadurch bedingte
Abweichung von den AvrvEnschen Grundgleichungen
in richtiger Weise zu erfassen, werden die benotigten
Grundgleichungen auf deduktivem Wege abgeleitet.

Das durch die Bewegung von Materie in einem
dulleren Magnetfeld entstehende elektromagnetische

Astrém, Ark. Fys. 2, 443 [1950].
cuLiTER, Ann. Phys., Lpz. 10, 418 [1952].

41 E.
5A.S
6 P.S. Epstriy, Proc. Nat. Acad. Sci., Wash. 16, 627 [1930].
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Feld ist bekanntlich nicht nur fiir groBe Geschwin-
digkeiten vom Standpunkt des Beobachters abhingig.
Die im Korpersystem definierten Materialgleichun-
gen sind nach den Formeln der speziellen Relativi-
titstheorie auch fiir den Fall v?/c2= 2 <1 auf das
Laborsystem umzuschreiben. Diese Umschreibung
ist im vorliegenden Fall notwendig, da die hydro-
dynamische Gleichung auf das Laborsystem bezogen
ist. Die Formeln der Relativitatstheorie liefern zu-
gleich den Ausdruck fiir die Kraft, die vom Labor-
system aus gesehen auf die bewegte Materie aus-
geiibt wird. Obwohl die Gleichungen der speziellen
Relativititstheorie exakt nur fiir unbeschleunigte
Systeme gelten, lassen sie sich in gleicher Ndherung
wie bei der Behandlung der Unipolarinduktion auf
den vorliegenden Fall anwenden. Die Material-
gleichungen sind fir das Korpersystem durch

W= ()6 B =p H% = ()E (1)

gegeben. Hierin bedeuten

&g 00 6, 0 0
(&)=[0 & —ig|, (@)=(0 & 0 |, (2)
0 i & 0 0 Oy

wobei die GroBen ¢, &, ¢, 0, und o, reell sind.
Das Auftreten der e- und o-Tensoren wird durch
die vom dufleren Magnetfeld hervorgerufene Aniso-
tropie bedingt. Der &-Tensor erhielt gleich die fiir
gyroelektrische Medien giiltige Form, wobei das
duflere Magnetfeld in der z-Richtung liegen soll.
Wegen der durch das duflere Magnetfeld gegebenen
Rotationssymmetrie fallen die Achsen von (g) und
(0) zusammen.

Fir > <1 ergibt die spezielle Relativitatstheorie
die Transformationsformeln '

=G+ L [5,8], =D+ [0,8], ()
B'=3, 9=9. (4)
i*=i-ve., 00 =05 (0,i),  (5)

wobel ¢, die Raumladungsdichte bedeutet und vor-
ausgesetzt wurde, daB die elektrischen Felder nur
durch Unipolareffekte hervorgerufen werden, so

daf} *
B> 0] €]; |8]> | |v]D] (6)

* Tm folgenden wird unter dem Betrag eines Vektors stets
| a|=7/aa* verstanden.
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gilt. Im folgenden soll nur unmagnetisierbare und
im Ruhesystem elektrisch neutrale Materie betrach-
tet werden, d. h.

u=1 und 0L =0. (7)
Nach Gl (5) ist dann wegen > <1 auch
i°=i. (8)

Fir die Kraftdichte, die vom elektromagnetischen
Feld auf Materie ausgeiibt wird, liefert die Relativi-
tatstheorie — wobei hier im Anschluf} an v. Lave?
der Minkowskische Ausdruck des Energie-Impuls-
Tensors * Verwendung findet — unter Ausnutzung

von Gl. (6):

f="1[B]1+ | (DdivE-Cdiv D

8n
+r1ot[E, D] — [E,rot D] + [D, 10t €]} . (9)

Nimmt man noch an, daf} die betrachtete Flissig-
keit als reibungsfrei angesehen werden kann, so er-
geben sich folgende Grundgleichungen fiir das La-
borsystem

A 1 3®

o 4 )
rot = P e a0 (10)
10%
rot €= — . a (11)
divB=0, (12)
divD=4mo.= 47 (v,) (13)
o

mit den Materialgleichungen, die nach Gl (1) in-
folge der GIn. (3), (4), (7), (8) lauten

D+ 4 [, 8] = () {€+ L (0. 81}, (14)
B=9, (15)
i= () {€+ ! [v,9]) (16)

und schlieBlich
o 1 (R —gradp) +g., (17)

wobei (¢) und (0) durch Gl. (2) sowie § durch
Gl. (9) {festgelegt sind. Auller der elektromagneti-
schen Kraft wurde in der hydrodynamischen Glei-
chung noch eine Schwerkraft beriicksichtigt.

7 M.v.Lauve, Die Relativitdtstheorie, F.Vieweg & Sohn,
Braunschweig, 5. Auflage 1952; 1. Band.
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Die zur Aufstellung dieser Grundgleichungen ge-
machten Voraussetzungen sind:

reibungsfreie, unmagnetisierbare Fliissigkeit, die

im Ruhesystem elektrisch neutral ist.

Zur Losung des angegebenen Gleichungssystems
wird aullerdem noch die Kontinuitétsgleichung

Qo/dt+div(e-b) =0

und eine Gleichung benétigt, die einen Zusammen-
hang zwischen der Massendichte ¢ und dem Druck p
liefert.

B. Ableitung der Wellengleichung

Entsprechend der Aufgabe der Magnetohydro-
dynamik — den Einfluf} eines dulleren Magnetfeldes
auf eine leitende Flussigkeit zu untersuchen — laft
sich das Magnetfeld § aus einem dufleren statischen
Feld ) und dem durch den Induktionsvorgang
hervorgerufenen Feld [) zusammensetzen, so daf}

‘6 (r9 t) :'550(1‘) +b(r5 t)’ (18)
ist, wobei in dem Gebiet, das die betrachtete Fliis-
sigkeit ausfiillt,

rot He=0 und divH=0 (19)

sein muB}. Da elektrostatische Felder ausgeschlossen
werden, so bezeichnet € das mit [) gekoppelte elek-
trische Feld. Im Gegensatz zu &), werden €, ) und
b erst durch eine Storung hervorgerufen. Fir die
Komponenten von § wird angesetzt

Sj()(r) ={H0§h0y 3 h()z}; I)(r,t) = {hz 5 hy 5 hz} .

Statt Gl. (18) laft sich dann auch schreiben
‘S:) = ‘60, a5 I), ’

wobei nun
Do (¥) ={H,y;0;0};
, Do {H, J (20)
f) (ra t) == {h.t 5 h0y+ h.l/ N hOz + hz}
sein soll. Mit der Voraussetzung
|90 [> 0] (21)

kann die Richtung von §)," als Hauptrichtung des
dulleren Magnetfeldes bezeichnet werden, die nach
Gl. (20) die z-Richtung ist. Dies steht im Einklang
mit dem in Gl. (2) angesetzten &- und o-Tensor. Da-
mit diese Tensoren die 2-Achse als Hauptachse bei-

* Die Theorie magnetohydrodynamischer Wellen bei Ver-
wendung des Energie-Impuls-Tensors von Asranam er-
scheint in Kiirze.
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behalten, wird angenommen, daf} die Komponen-
ten hg, und hy, des dulleren Feldes geniigend klein
sind. Die Beriicksichtigung dieser Komponenten ist
nur zur Erfillung von Gl. (19) nétig. Fir den Fall,
dal $, konstant ist, konnen A, und Ay, ohnehin zu
Null gemacht werden.

Ferner wird vorausgesetzt, dal} gilt:

[(0\/) v|<|3p/3t|. (22)

In der vorliegenden Arbeit sollen nunmehr nur
Ausbreitungsvorginge mit einer Fortpflanzungs-
richtung parallel zur Hauptrichtung des &uferen
Magnetfeldes betrachtet werden, d. h. es gilt im fol-
genden stets

C=C(z,0); h=h(z,0);

D=D(x,t); V=V(x,1). (23)

Weiterhin wird immer angenommen, dafl die Orts-
abhéngigkeit der Materialkonstanten und der Grofle
9, allein durch eine Abhiingigkeit von x gegeben
ist, also

e=e(); o=0(2); Hy=Hy(x) .
Mit diesen Annahmen geht Gl. (22) tber in
[ o] |3v

5 | <3|

und der Ansatz
v, = vy ez ()(t+:I'/V1)

[l=2,y,z; V; reell] liefert daraus die Bedingung
I Vo ! < V[ .

Es zeigt sich, dall die Linearisierungsbedingung
stets nur die Grofle der Amplitude von v in der
Fortpflanzungsrichtung durch die GroBe der Phasen-
geschwindigkeit einschréankt.

Mit den Annahmen Gln.(18), (19) folgt durch
rot-Bildung von Gl. (11) und Ausnutzung von
Gln. (10), (16)

AC —grad div € (24)
_4a(o) 139 ’ 1 3*®
'7c‘2"7< At 5 0> o ]) taEEe

wobei zugleich Gl. (21) verwendet wurde. Die An-
nahme Gl. (23) ergibt hieraus fiir die y- und z-
Komponente unter Beriicksichtigung des o-Tensors

Qv; ¢ BEy ¢ 3Dy ‘,azE?,) 925
3t H, ot 470, H0< Qe “ 82 ) (5}
al}y o (4 aEz - CA azlzz _ 2 ?fgg)

3t Hy, ot 4moa, HO( a2 C a2 ) 126}
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Die z-Komponenten von Gl. (24) liefert lediglich
die nach der Zeit abgeleitete z-Komponente von
Gl (10), so daB diese gleich in der urspriinglichen
Form

D: taaj=0 (27)
verwendet werden kann. Aulerdem ergeben die Gln.
(11), (12), (13) direkt
ah[ _ . ah]/ 8E~ ahz _ aEy
ot ’ 3 C8z° & “a’
Shy A, 3D; g::
ey Dodapy, (28)

Wegen der Annahme Gl. (23) wird aus Gl. (9)
N> 1 fp 8E; 5 3D 3E
= = 0labg {DI 3BT +D,

~£,%% +p,%: _F, 312;},
3

o

KJ/: [is'ﬁ]y; -

[{, $1-, (29)

(4

und fiir die - und z-Komponente ergibt sich nach
Gln. (10), (21), (23)

_ H (Shy _ 1 3D:
Ky* (81 c Ot )’
_ Sh: , 13Dy
K.= (ax Ll ¢ ot ) (&0)

Weiterhin wird angenommen, dal} die Stérung eben-
falls die Dichte und den Druck beeinfluft und zwar
entsprechend

0=0y(2) +00(x,1); p=po(x) +9p(,t),
60| <03 |0p|<py-

Setzt man Gl. (31) in Gl. (17) ein, so folgt fiir den
ungestorten Zustand 9, § = grad p,, was wegen der
reinen z-Abhéngigkeit der auftretenden Grofen in
09 & = Opo/9z iibergeht. Daraus folgt, da g nur
eine 2-Komponente besitzen darf. Durch Verwen-
dung der Gln. (22), (31), (32) und (30) ergibt
sich aus Gl. (17)

(31)
(32)

wobei

Qv 3
9 av :K.I‘_ aP +gf’
avz/ — ahy 1 aD?zi) 33
%a ~Ki=yg (ax c % ) (33)
Quz _ H, % 1 aDy)
Q3 _Kz_m(ax : 0f

wobei K, aus Gl. (29) zu entnehmen ist.
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Die Gln. (25), (26), (28) und (33) zeigen, dafl
die y- und z-Komponenten von €, ®©, ) und b unter-
einander so gekoppelt sind, als ob die z-Komponen-
ten gar nicht vorhanden wiren. Dies erméglicht die
Aufstellung einer Wellengleichung allein fiir die y-
und z-Komponenten. Allerdings gehen in die z-
Komponenten die y- und z-Komponenten noch ein.

Aus Gl. (28) folgt fiir die 2-Komponente von
sofort

h;=0. (34)

Die Gl. (27) liefert unter der Voraussetzung, dal3
es sich um zeitlich periodische Vorginge handelt
den Ausdruck

twD,+47j,=0.

Mit Hilfe der Gln. (14) und (16) folgt daraus we-
gen des Tensors Gl. (2)

. (A—)iw—4mo
E,= Bwaline) [0, 57, (35)
——__ 470
urid D= C(la)81+4701)[ f)]z’ (36)
jz= 2 [0,51.. (37)

c(zw£1+4707)

Die z-Komponente der Gl. (33) wird nicht behan-
delt, da sich spater zeigt, dal in der hier verwen-
deten Naherung diese Komponente unberticksichtigt
bleiben kann.

Fihrt man die iibliche Zusammenfassung der y-
und z-Komponenten in zwei zirkular polarisierte
Wellen ein, so lafit sich die y- und z-Komponente
der Gl. (14) schreiben als

D+=(8218')Ei$i(£218'—1)%vi, (38)

wobei

E,=E,tiE,; D,=D,*iD,; tv, (39)

v, =v,%

ist. Zur Aufstellung der Wellengleichung wird nun-
mehr die - und z-Komponente der Gl. (33) nach
der Zeit abgeleitet und die Gl. (28) ausgenutzt, so
daB sich in der Schreibweise der Gl. (39)

T ( 82D+_c§2Ei>
Q0732 T4a\c a2 3z

ergibt. SchlieBlich folgt aus Gln. (25), (26) analog
8v+ ¢ [ @ O%E. 1 32D, OQE.

kD <E{o§ 32 4mo, 3 Ot ) (41)
Die Gln. (40), (41) liefern wegen Gl. (38) mit dem

Ansatz

(40)

+

Ei=e'** Y 1(2), (42)
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d. h. Fortpflanzungsrichtung parallel zur z-Achse,
endlich
o2 Y. (2)

+ 58T Y, (z) =

SR (43)

wobei

a, =4aH20,20yc2+Hyt 0,2 + w22 ct (e F¢),
b,=wgyosc2{dmoyc®— (s F& —1) H?}, (44)
g =H 0,2 +w? o ct

bedeuten *.

Gl. (43) ist die gesuchte Wellengleichung fiir die
E .- und E_-Komponente der elektrischen Feldstarke.
Aus Gl. (43) lassen sich durch verschiedene Fest-
setzungen der Materialkonstanten spezielle Schwin-
gungsgleichungen ableiten. Offenbar ist dafir nur
das Quadrat des komplexen magnetohydrodynami-
schen Brechungsindex ?= (a —ib)/g malgebend,
das deshalb im folgenden allein betrachtet werden
soll.

a) Hy— 0. Wenn kein dulleres Magnetfeld mehr
besteht, so wird

5 .4 7 0,
N2=g,—1 Z—)z,

d. h. die Kopplung zwischen Flissigkeitsbewegung
und elektromagnetischem Feld wird aufgehoben, es
verbleibt die bekannte elektromagnetische Schwin-
gungsgleichung. Bemerkenswert ist, dal} H,— 0 der
Annahme Gl. (21) widerspricht, aber trotzdem
Gl. (43) in die richtige Schwingungsgleichung iber-
geht. Der Grund dafiir ist, da} in diesem Fall in
den Ausgangsgleichungen (14) und (16) die Li-
nearisierung, die sich sonst nach Anwendung von
Gl. (21) ergibt, durch die Forderung

v <65 L) <D

erfillt wird. Die hierin auftretende Grofle b wird
fur Hy,— 0 spiter berechnet.
b) 0,— 0. Im Isolator wird 6=0, also

—
N=e,F &,

d. h., hier wird ebenfalls die Kopplung zwischen
Flissigkeitsbewegung und elektromagnetischem Feld
aufgehoben.

* Der hier angegebene Koeffizient der Wellengleichung
stimmt mit dem in der Notiz (Z. Naturforschg. 11 a, 251
[1956]) mitgeteilten Koeffizienten nicht vollstandig iiber-
ein, da an Stelle der hier verwendeten GI. (14) dort
®=¢ € benutzt wurde.
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¢) 0y—oc . Im idealen Leiter wird b/g=0, also
M2 _ 4oy c?
n H
Die Gl. (43) geht in diesem Fall in die von ALrvEn!
angegebene Schwingungsgleichung tiber, wobei aller-
dings an Stelle der magnetischen Feldstirke hier
die elektrische verwendet wird. Mit der Annahme

+1.

A6 0 5
H,?

erhédlt man unter der Voraussetzung konstanter
GroBlen o, und H, die AvrvEnschen Wellen, deren
Phasengeschwindigkeit V' =H(4 7 0y) ~"* ist.

d) 0p—0. Im Vakuum wird J?=1, so dal
Gl. (43) in die elektromagnetische Amplitudenglei-
chung fiir das Vakuum iibergeht.

e) Ungeddmpfte Wellen. Aus einer Wellenglei-
chung ergeben sich immer dann ungeddmpfte Wel-
len, wenn der imagindre Anteil des Koeffizienten
der Gl. (43) verschwindet. Wie man aus den Fallen
b), c), d) ersieht, ist dies zunédchst der Fall fiir
(45)

0y—>0; Gy—>o; 0y—>0.

Aus Gl. (44) entnimmt man aber, dal} es noch eine

weitere Moglichkeit gibt, namlich
Adaoy=(8,F —1) Hp?

oder

4 7 0, c? 11

—_ 7
gt e =
2 Hy

(16)
Wenn diese Beziehung fiir eine der beiden zirkula-
ren Wellen erfillt ist, so wird

470yC?

N2 = Hy +1

wie im Fall c¢). Die Gln. (45), (46) zeigen, dal} in
4 verschiedenen Fillen eine ungeddmpfte Welle
moglich ist. Wahrend aber die in Gl. (45) genann-
ten Bedingungen keinen Einflul auf andere Material-
konstanten haben, fordert Gl. (46) einen ganz be-
stimmten Zusammenhang zwischen den Material-
konstanten ¢, &, 0, und dem duBeren Magnetfeld
H,, der nur fir sehr spezielle Verhaltnisse erfillt
sein wird. Deshalb beschrinken sich alle im folgen-
den fir ungedampfte Wellen durchgefiihrten Betrach-
tungen auf die durch Gl. (45) angegebenen Fille.
Die der vierten Moglichkeit entsprechenden Formeln
erhalt man sofort durch Ausnutzung von Gl. (46).

C. Losung der Schwingungsgleichung

Fiir ortsunabhingiges ¢, 0, o, und Hy ist It eben-
falls ortsunabhéngig. Dann 146t sich die Losung von
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Gl. (43) sofort angeben und die Variablen 4., v,
D und j. konnen aus den Gln. (28), (40), (38)
und (16) berechnet werden.

Macht man die positive 2-Richtung zur Fortpflan-
zungsrichtung und setzt

N=D—ip,
so folgt mit Rucksicht auf Gl. (42) aus Gl. (43)
EizE.qeiot- (47)
Entsprechend Gl. (39) 146t sich auch die y- und z-

Komponente von [) zusammenfassen und der An-
satz Gl (47) liefert

[—igllc-x) .

‘ hi=t i(@—ig)E.. (48)
Aus Gln. (40), (41) folgt mit Gl (44)
s Hoogc(w 0o 2 +i Hg? a,)E (49)

Hyt 6,2+ w? 042 ¢t
und aus Gl. (38) ergibt sich mit Gl (49)
D. =

H4m, +w* 00264(&,—{—6)+L(000C2H2(72(89+€ 1) E
Hyt 6,24 w? 04% ¢t =

(50)
Wegen Gl.(21) liefert Gl. (16) ebenfalls mit Gl. (49)
_ @090y ¢ (w Qg c*+i Hi? 0y) E

- H 40,2+w20 2 ct

(51)

Fiir die im Abschnitt B unter e) betrachteten Faille
ungeddmpfter Wellen ergeben sich die Gréfen v ,
h-, D. und j. aus Gln. (48), (49), (50) und (51).
Danach ist

fir 6,b—~0: ho=ti(e,F&)EL, + =0,
Dic(F¢)Ex, s, =iy
fiir oz_n;_h:=ii<4"9;’02+1)5m,
Hy? =
= T Em - coo(,c-
g HOE:, Di=Es, jo—i28C B, ;

. [ of
vy =F1 E_
+ b H )

0 on
D::E:! j::()'

Aus Gl. (49) folgt ferner, daB mit Hy— 0 auch
v_— 0 ist, und man sieht, daB} die fir diesen Fall
im Abschnitt B unter a) angegebenen Bedingungen,
die Gl (21) ersetzen miissen, immer erfiillt werden
konnen.

Aus den Ergebnissen fiir 6,— o kann man ent-
nehmen, daB die von ArrvEn zur Ableitung der
nach ihm benannten Wellen gemachten Annahme

. 3\1
[4a]1> 5]
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gerade auf die Bedingung

4700 5
H?

fuhrt, die bereits im vorigen Abschnitt unter c)
verwendet wurde, um die Phasengeschwindigkeit
AvrvEnscher Wellen zu erhalten.

Fir ortsabhéingiges ¢, 0, o, und H, wird It auch
ortsabhingig, und die Losung der Schwingungs-
gleichung (43) ist im allgemeinen nicht mehr ge-
schlossen moglich. Unter gewissen einschrinkenden
Bedingungen fiir den Koeffizienten lassen sich je-
doch nach einem von EpsTEIN ¢ angegebenen Verfah-
ren auch dann noch iiber das Reflexions- und Durch-
lalvermogen von Wellen, die der benutzten Wellen-
gleichung gehorchen, Aussagen machen. Dieses Ver-
fahren wurde von Rawer® auf die Wellengleichung
elektromagnetischer Wellen im Hinblick auf die
Ionosphére angewandt. Um diese Methode fiir die
Gl. (43) benutzen zu konnen, miissen verschiedene
Aussagen in allgemeinerer Weise abgeleitet werden
als dies fiir die Anwendung auf die Ionosphére
notig ist. Da diese Verallgemeinerung in Anlehnung
an die von Rawer wiedergegebene Darstellung der
Epsteinschen Methode leicht durchgefiihrt werden
kann, sollen hier nach einer kurzen Beschreibung
des Verfahrens sofort die Ergebnisse diskutiert und
verwendet werden.

Die Epsteinsche Losungsmethode basiert auf der
Moglichkeit, eine andere Differentialgleichung mit
ortsabhingigen Koeffizienten, deren Losungen be-
kannt sind, auf eine Differentialgleichung vom
Schwingungsgleichungstyp zu transformieren. Ep-
steIN wihlt dazu eine moglichst allgemeine Diffe-
rentialgleichung, namlich die hypergeometrische,
und unterwirft sie einer Transformation derart, daf}
sich eine Schwingungsgleichung ergibt. Da die Lé-
sungen der hypergeometrischen Differentialgleichung
bekannt sind, so hat man vermittels der gleichen
Transformation auch die Losungen der Schwin-
gungsgleichung. Allerdings schrankt dieses Verfah-
ren die zunichst beliebige z-Abhingigkeit des Ko-
effizienten der Gl. (43) auf ganz bestimmte Ab-
héangigkeiten ein. Die dann mit Hilfe der EpstEIn-
schen Methode gewonnenen Ausdriicke fir den
Reflexions- und DurchlaBkoeffizienten gelten auch
fiir die in dieser Arbeit betrachteten Wellen. Durch
Beschrankung auf ungeddampfte Wellen lassen sich
diese Ausdriicke weitgehend vereinfachen, so daf

& K. Rawer, Ann. Phys., Lpz. 35, 385 [1939].
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im folgenden nur ungeddmpfte Wellen diskutiert
werden sollen.

Setzt man a;/g;=92; [=1,11,0, so ist die spe-
zielle, durch das verwendete Losungsverfahren be-

dingte Ortsabhingigkeit des reellen Brechungs-
index ¢ gegeben durch
P () =97 + {In® — 9} lfejr
Ll 921092, 92| 4ex =
1 D2 — 3 (92 + 0 )J (lders)?’ (52)

worin % reell und >0 ist. Hierin ist ¥ =9 fiir
T—> — oo ; V=" fiir 2>+ ~; I=79, fir x=0.
Wihrend die Bedeutung von ) 1 11 als Brechungs-
index fir bestimmte x-Werte anschaulich klar ist,
bedarf die in Gl. (52) auftretende GroBe », die durch
die sogenannte Epstein-Transformation eingefiihrt
wurde, noch einer Deutung. Dazu wird Gl. (52)
asymptotisch entwickelt. Dies liefert

fir e#*<1, d. h. r——

P (x) =92+ (492 -3 92— 92) e*®  (53)
fir e#*>1, d. h. 2— + ~
1‘)2(35) =19112+ (4 1902—319[12—19[2) exe (54')

T— +oo

Da sich ¥?(x) den Werten ¥;> bzw. 91> asympto-
tisch ndhert, so wird bei numerischen Berechnungen
fiir irgendwelche 2-Werte, die durch e*** <1 bzw.
e*7¢ > 1 gegeben sind, der Fall eintreten, daf} sich
912 bzw. 11> an diesen Stellen von ¥?(z) praktisch
nicht mehr unterscheidet. Was als praktisch ununter-
scheidbar angesehen werden soll, das ist natiirlich
eine Frage der Definition, die jeweils gesondert an-
gegeben werden mufl. Die Stellen, an denen auf
Grund einer solchen Definition Ununterscheidbarkeit
von ¥% und %% bzw. 911> vorliegt, sollen stets mit
xg bzw. x; bezeichnet werden, ihr Abstand von-
einander sei

(55)

Dann ist d die Dicke der Schicht, innerhalb welcher
sich der Ubergang des #2(z) von 92 auf 9y voll-
zieht. Fir diese Stellen gilt Gl. (53) bzw. (54), so
daB sich nach Gl. (55)

d="1In {@,,Qf:il’iﬂ?jl’flg) (4 ﬁoz—iﬁlz*ﬁlﬁl} (56)

%

xg—zg=d.

(J6*—9n®) (Ix*—I1°)
ergibt. Die oben erwéhnte, noch benétigte Definition
kann man z. B. folgendermallen angeben:
T L s .

en

(57)
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wobei noch gefordert werden muf}, dafl e”=>e™#7% >1
ist (zg negativ). Analog kann man fir 92— 92
verfahren, so daBl Gl. (56) in d =2n/x mit e" > 1
ibergeht, wobei n den Grad der Anndherung angibt
und noch frei wahlbar ist. Wie man sieht, ist % um-
gekehrt proportional zur Schichtdicke d.

Als Reflexions- und Durchlalvermogen einer un-
gedampiten Welle, die im Gebiet z < 0 entsteht,
liefert das Epsteinsche Verfahren

RR* — Sinx{z (S/2) (Y11—1) } +cos 7y

S(n(S2) Gu i)} 4coray OO
und
I1-Sin(x S 9p) -Sin(x S Y1)
D* — T > 59
P11 (Sin2{z(S/2) (Y11+ 1) } +cos @ y) (59)
wobei
pr=1+ 892 — (2 + 9 } (60)

S=2£:9—4 ist.

mit 32 = 0 und
xc nc

Aus Gl. (58) ergibt sich bei gegebenem ¥;, 911 und
S ein und derselbe Wert des Reflexionsvermogens,
namlich
R R* = Simta(5/2) Gu—dpi+1
Sin{x (S/2) (dr+d1) }+1°

wenn =K mit K=0,1, 2...ist, d. h. nach GI.(60)
falls S2 7902 = — % 4 (32/2) (1912 + ’191[2) + K2 gilt.
Ebenso ergibt sich bei gegebenem 91, 911 und S ein
und derselbe Wert
» _ Cin¥{z(5/2) u—9n) }
Sin2{x(S/2) (911 +91) )’

wenn w=%(2K+1) mit K=0, 1, 2...
infolge Gl. (60), falls

S99 = (8%/2) (Vi + V%) + K(K+1)

ist, d. h.

erfiillt wird. Es 1af3t sich zeigen, dal ¢ (z) nur dann
keine Extremwerte fiir reelle, endliche 2-Werte hat
wenn

!419‘02—2(19[2—{-19112” é |1912—19H2’. (61)
Mithin sind Extremwerte vorhanden, wenn
'41902—2(79I2+19][2)I>“ 1912——191[21 (62)

ist, und mit dieser Voraussetzung folgt aus Gl. (52)

2 _g2., 10913
’l?max = 190 + 4002_2(012+0112) L (63)

Auf Grund von Gl. (61) kann man schlieBen, daB
der Verlauf Gl. (52) fiir

B2 =5 (0% +9112)
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stets monoton ist. Nach Gl. (52) ergibt sich fiir
diesen Verlauf

92 — 924 (92— D2 7
(x) =9 + (Y '191)1+e“,

und wegen Gl. (60) folgt fiir das Reflexionsver-
mogen Gl. (58)
» _ Gin¥{x(5/2) (Ju—vd) }

T Binx{#(S5/2) P+ }
Die Definition der Schichtdicke, Gl. (57), geht iiber

mn

(64)

O —Ig? = ;}7 (¢ —Py®) mit "> 1

und wird also in diesem Fall besonders iibersicht-
lich.

Entsprechend der Definition von d als Schicht-
dicke gelangt man durch den Grenziibergang d — 0
von dem hier betrachteten kontinuierlich verinder-
lichem 92 zur diskontinuierlichen Veridnderung der
Materialkonstanten. Wegen S— 0 folgt in diesem
Fall aus Gl. (64)

% _ [OPu—91)\2
RR* = (5io5)
Die Voraussetzung fiir ungeddmpfte Wellen ist nach
Gl.(45) entweder g, — 0 oder 0, — o oder gy—> 0.
Da in Gl. (65) nur die asymptotischen Werte 9y,
Yy eingehen, die konstante Brechungsindizes dar-
stellen, so konnen die fiir konstante Jt berechneten
Werte, die sich fiir ungeddmpfte Wellen im Ab-
schnitt B. unter b), c¢), d) ergaben, benutzt werden.
Danach ist fir 0—>0: #2=¢ F¢
fiir gp—>0: 9=1,
4 7 0y C?
92 = e +1.
Mit der Bedeutung von ¥y, ¥1; im Fall 6 — 0 ergibt
sich also aus Gl. (65) die FresxeLsche Formel fiir
senkrechten Einfall elektromagnetischer Wellen.
Im Fall 6—c und mit der Voraussetzung, daf}
man zur Phasengeschwindigkeit AvrvEnscher Wel-
len tibergeht, d. h. da} 4 7 0,c?/H> > 1 ist, wobei
aulerdem Hy =H, angenommen wird, erhélt der
Brechungsindex die Form

(4 moyc*\%
ﬁ‘(ﬂm2'“

(65)

2

fir 60—

und Gl. (65) liefert eine von Ferraro? fiir senk-
rechten Einfall Avrvinscher Wellen ermittelte Be-
ziehung, namlich

- Voo — VQoI)2
RR :(;ugﬁﬁ.
Voorr+ Voor



THEORIE MAGNETOHYDRODYNAMISCHER WELLEN

Damit ist dieser Ausdruck ohne Verwendung von
Grenzbedingungen fiir die Feldgroflen hergeleitet.
Aus der Ubereinstimmung des hier erhaltenen Er-
gebnisses mit dem Resultat von Ferraro folgt, dal3
die von FErrAro angegebenen Grenzbedingungen,
namlich elektrische und magnetische Feldstirke ste-
tig, zumindest fiir den senkrechten Einfall ALFvEN-
scher Wellen verwendet werden diirfen.

Aus Gl. (62) 1aBt sich schlielen, dal Gl. (52) fir
I =1 + 9y? (66)

stets einen Extremwert hat. Unter Verwendung die-
ser Beziehung ergibt sich aus Gl. (52)

< ° & 4 ex
92 () =92+ (9,2 - 92) TR
und aus Gl. (58) das Reflexionsvermogen

2
RR*— cos? 7

T Gin(z S 9p) + costx w (84

wobei
=1 +S52(92 - 913 Z 0 ist.

Die Definition der Schichtdicke, Gl. (57), erhilt die

Form

I — I =02 — 92 =4Oy e

en

Aus Gl. (63) folgt sofort, daB in diesem Fall

Umax =2 ist, d. h. unter Voraussetzung der Gl.(66)

bleibt die Lage des Maximums stets bei 2= 0.
Nach Gl. (67) ergibt sich das Reflexionsvermogen

Null entweder, wenn

. c2n2K(K+1)

T B0 (SeE0sts i)

ist oder fir y?>~%, d. h.

e, e
o » (P2 —912) '’

wobei fiir n wiederum e* > 1 erfiillt sein muB.
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D. Energiebetrachtungen

Fir die Aussagen, die in diesem Abschnitt iiber
die energetischen Verhéltnisse gemacht werden sol-
len, geniigt es, den Energiesatz fiir ortsunabhingige
Materialkonstanten zu formulieren. Wie iiblich’ 1at
sich der Energiesatz aus den Grundgleichungen ab-
leiten. Dazu wird Gl. (11) mit § sowie Gl. (10)
mit € multipliziert und letzteres von ersterem ab-
gezogen. Dies liefert unter Verwendung von Gl. (16)

1 3B 1 R ¢ ;.
Fe 00 T he Do Vi ULl

+i2(0) 1+ L[], 91 =0, (68)

wobei die hierin auftretenden Variablen reell ein-
zusetzen sind. Diese Beziehung unterscheidet sich
von dem bekannten Energiesatz fiir elektromagne-
tische Wellen durch das Glied b[j, H]/c sowie
durch das Auftreten von €(3®/3t), fiir das hier
E(2D/3t) +1 (AED/t) gilt, da in D das b als
zeitlich verédnderliche Grofle auftritt.

Die einzelnen Summanden der Gl. (68) koénnen
folgendermallen umgeformt werden:

Wegen Gl. (21) und £, = {H,; 0; 0} sowie mit
Hilfe von Gln. (29), (33) ergibt sich

2§ = (O a";’,z,)
c[l’@]_z(az LT A
Mit der iiblichen Definition von &

C=C(a,0); h=h(,2)

: 3s c 9
Cy .
Sl e Qx 47 Oz

(69)

wird wegen

(E, h.—E.h,), (70)
wobei hier — wie im folgenden iiberhaupt — von
den kleinen Komponenten des dufleren Feldes h,,
hy. abgesehen wird, da diese Komponenten entspre-
chend der Bemerkung zu Gl. (21) fiir ortsunabhin-
giges H, ohnehin zu Null gemacht werden konnen.

Im Gegensatz zu den durch Gln: (69), (70) gegebenen Ausdriicken treten in den Summanden

(71)

D o, 1 1. | PV
€5, P07 = . j2+ 5 (7 +72)

aufler den y- und z-Komponenten noch die z-Komponenten von €, © und j auf. Diese 2-Komponenten wurden
bereits berechnet und als die GIn. (35), (36), (37) wiedergegeben. Um eine Abschitzung durchfiihren
zu konnen, stellt man vorteilhafterweise £+, D. und j. abhingig von [, §, ]~ dar. Dann wird wegen
|Hy|> |h,| bzw. |Hy|> | h.| sicher |E.||3D,/3t|<|E,||3D,/3t| erfiillt sein, wenn zudem noch gilt:
(47)2 0,20, HB{ (1 —&))2 w2+ (47 0y)2) (72)

S{Hy 0 + 02 0p% ¢t} {Hy 0% + w2 02 c* (e, F €') 2} {w?e® + (47 0y)2}.
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Ebenso ist 01 ljz |2 < 01 | jy 2 erfiillt, wenn sich erreichen laBt, daB
1 2
Hy'oy0y < 0 cH{w?e® + (470y)%) . (73)

Sind die durch die Gln. (72), (73) gegebenen Einschriankungen erfiillt, so konnen im Energiesatz die
z-Komponenten vernachlassigt werden, da wegen Gl. (34) bereits h, =0 ist. Damit und infolge der Gln.
(69), (70), (71) sowie unter Verwendung der Beziehung

3ED _ 53D 8D , o 0E
3t _2@& @az 05

l1at sich Gl. (68) nunmehr schreiben
1 2

8x Ct

{H2+h2+h2+E,Dy+E.D,+470(v,?+v:2)}

(@3]

1 3D, aD; 3E 3E, L g9 50
. [E”Oa;J+Ezcaz —D, " Dzoa IJr 5 {]y-+]2-}+4cz {E h,—E.h,} =0. (74)

8 | LT t |

Die hier betrachteten zirkular polarisierten Wellen ermoglichen die Ausnutzung der Beziehung E.=iE,
bzw. E.= —iE,. Aus den Gln. (48) bis (51) folgt dann auch h,=ih,; v.=iv,; D.=iD,; j:=ij,
s By

QO

x

bzw. h;= —ihy; v.= —itv,; D,= —iD,; j.= —1j,, und es ergibt sich
3D eD w2 0y 2 Hy2 0y(e5Fe —1) —9
E °Zv Y st S Qo € 119" O2\ée — ) E 2 e 2(wglc)z
Y + & ot Hyt 6.2+ w? 02 ¢t 0" € ’ 1753
v g o 2 2 2 c4 g - 9 g g —0 — —
]y2+]22_ W™ 0g" 05" C Eoze Q(wq/c)z’ h_f—i—hz-: (993+¢92)E02e Z(wqr/c‘).’c, (76), (77)

Hyt 0.2+ o 02 ¢t

2, 2 Hio?c? 2 ,~2(wgl _ 2 ,—2(wglc (-
v vol = BEOE EReteris Byhy— B by =9 EEeEevioz, (78), (79)

452 8 5.8 W S
Ey Dy+Ez D. = Hy' o, +w®0y° ¢ (e2t+¢) Eoz e*?(w:r/c)z’ (80)

Hyt 6.2+ w? 0,2 c*
wobei Gl. (47) ausgenutzt wurde. Infolge Gl. (44) wird mit GIn. (75) bis (80) aus Gl. (74)

oW 9 ® b E02 e 2wglo)e L JivS =0, (81)
t 47 g

3
wobei W=Wy,+W.+Wx,

W, - 817 (HyBy+h,?+h?) = 817 {H02—|— (92 + ¢2) E? e—Z(wac)z} ,

W= 817 (Ey Dy+Ez D,); W= (vy2+v22)7 Wet+Wx= 817 ; EO2 e—:’.(wr;/c)z,

S — € 9Ez2e 29gl)z
‘T aa o€

mit (ea—ib)/g= (3 —i@)® und a, b, g durch Gl. (44) gegeben ist.

Bekanntlich ist die in einem Korper durch das elektromagnetische Feld erzeugte Warmemenge @ in in-
varianter Form fiir f2 <1 durch den Ausdruck Q = — f; U; gegeben, wobei f; die Komponenten der Vierer-
kraftdichte, U; die Komponenten der Vierergeschwindigkeit darstellt. Verwendet man zur Berechnung der
f; den Energie-Impuls-Tensor von Mixkowskl, so ergibt sich fiir Q nur dann der iibliche Ausdruck der
Joureschen Warme (ji, €*), wenn die Geschwindigkeit b konstant ist. Fiir b variabel und | el |<|f, Uy |
wird fiir zirkular polarisierte Wellen

0= 1B +£.50 -D,% —D. %0 |+ (i+i),

? 3t Y 3 T
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also wegen Gln. (75), (76)
Q* w b

_4.‘rg

911

E2e 20wl

Nach Gl. (44) kann b/g negativ werden, und zwar, wenn (& F¥¢& —1) > 4";9" ¢ ist. Da dann auch 0<0

2

wird, so ergébe sich in diesem Fall aus dem Energiesatz Gl.(81) ein Widerspruch zum 2. Hauptsatz. Deshalb

3 — T OyC®: . . TT: 5 8 : . .
ist zu vermuten, dal stets (e, Fe —1) < = T2 gilt, was mit Hilfe einer Dispersionstheorie zu beweisen

H

0
wire, die fiir in einem Magnetfeld befindliche Medien giiltig ist und auch die Ddmpfung berticksichtigt.

Wie bereits im Abschnitt B unter e) erwihnt, er-
geben sich aus der Schwingungsgleichung (43) im-
mer dann ungeddmpfte Wellen, wenn der imaginire
Anteil des Koeffizienten verschwindet, d.h. fiir
b/g=0. In diesem Fall liefert Gl.(81) den Energie-
satz fir ungedampfte Wellen

3w

5 +dive =0, (82)
wobei
W2W111+We+WKy
1 2 9 9 - 1 qo >
W, = g {HO' + 92 EO-}; W.et+Wyg= == 2 Ey2,
S, = 42 D Eg?. (83)

Fir die ebenfalls im Abschnitt B unter e) genann-
ten 3 Fille ungeddmpfter Wellen liefern die Bedin-
gungen Gln. (72), (73) folgende Aussagen:

Fir 0—>0, d. h. (71—>0;
aus Gl (72) 0 é {(1)4 (;4 902 812 (82 F 8,) }2 5
aus Gl (73) 0= {wo,c?¢}2,

6,0

so daf} in diesem Fall (rein elektromagnetische Wel-
len) keine Einschrankungen gegeben sind.

Fir 06—+, d.h. 0;—>; 0,—o,ist Gl (72)
identisch erfiillt und Gl (73) ergibt

4”79002>1
He2 =1,
0

was gerade die am Abschnitt B unter ¢) erwihnte
Bedingung fiir die Existenz AvrvEnscher Wellen
darstellt. Fir diese Wellen liefern also Gln. (72),
(73) ebenfalls keine Einschriankung.

Fiir o, — 0 liefert Gl. (73) Hy* 0, 06, < 0, woraus
fiir H,+ 0 notwendig 6y » =0 folgt und damit liefert
Gl. (72) in diesem Fall 0 < w?¢,% Da im Vakuum
ohnehin die Leitfahigkeit Null sein muf}, so ergeben
Gln. (72), (73) auch hier keine Einschrankung.

Bekanntlich 1a8t sich stets dann, wenn der Energie-
satz die Form der Gl. (82) annimmt, zeigen, daf}

der gesamte Energiestrom tatsdchlich durch den
Stromungsvektor & dargestellt wird.

Durch das Auftreten eines &dufleren statischen
Magnetfeldes §), enthidlt die Gesamtenergie einen
Energieanteil, der unabhéngig von der Wellenenergie
™ ist. Deshalb gilt fiir die Energiedichte der Welle
WY =W —W,, wobei W= (1/8=) H,B, ist.
Das Auftreten eines statischen Feldes macht sich
auBerdem auch im Stromungsvektor & bemerkbar.
Der durch das duflere Feld §, bedingte Anteil von
& 1dBt sich aber bekanntlich durch Bildung des zeit-
lichen Mittelwertes & ausschalten, so dal & den
gesamten, die Wellenenergie W™ transportierenden
Energiestrom darstellt. Da nun ferner in S, und S.
wegen Gl. (21) sowie Gln. (16), (73) nur HyE,
bzw. H, E, auftritt, so ist schlielich

€ 2
9 E,2.
4 0

8| =5,

Mit der Bedeutung von & als gesamter Energiestrom
muf} fiir ungedampfte Wellen

=18+ Sl (84)

Y

gelten, wobei mit e die einfallende, mit d die durch-
gehende und mit r die reflektierte Welle bezeichnet
wird. Wegen der Gleichheit des Brechungsindex fiir
die einfallende und reflektierte Welle ¥, =9,, wo-
bei nun ¥, =9, =9 und 9, =9y gesetzt wird, folgt
dann aus Gl. (83) mit der Bezeichnung

E2 2
°f _RR* und - =D D*
B oe

schlieBlich  RR*+ 2 DD*~1. (85)

Die Ausdricke fir RR* und D D* aus dem
Epsteinschen Verfahren [Gln. (58), (59)] erfiillen
Gl. (85) identisch. Damit ist gezeigt, daf} auch fir
ortsabhidngige Materialkonstanten, deren Abhangig-
keit allerdings in der durch das Epsteinsche Ver-
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fahren bedingten Form Gl. (52) vorliegen muB, die
Energiebilanz Gl. (84) giiltig ist. Das bedeutet zu-
gleich, dafl auf die z-Komponenten, die durch die
Schwingungsgleichung (43) nicht erfalt werden, im
Rahmen der hier betrachteten Nidherung keine Ener-
gie iibertragen wird. Deshalb kann die 2-Kompo-
nente der Gl. (33), wie bereits im Anschluf} an Gl.
(37) bemerkt wurde, im Fall, daf} die Abhangigkeit
der Materialkonstanten der Gl. (52) geniigt, zu-
mindest fir ungeddmpfte Wellen undiskutiert blei-
ben. Damit ist die Abtrennung und alleinige Be-
handlung der y- und z-Komponenten der Variablen
unter den genannten Voraussetzungen auch energe-
tisch gerechtfertigt.

Fir die 3 Moglichkeiten ungeddmpfter Wellen
sind die in Gl. (85) auftretenden Brechungsindizes

A. STEPPUHN

aus dem Abschnitt B unter b), c), d) zu entneh-
men. Danach gilt

2 4
6,0, = (Fe)n,
2 47oyc? )
0y—>c0, O1rq =|— 1
2
0—>0, Jrm=1.
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Uber das innere Feld beim Kerr-Effekt von Dipolfltissigkeiten™

Von ALBRECHT STEPPUHN

Aus dem I. Physikalischen Institut der Johannes-Gutenberg-Universitit Mainz
(Z. Naturforschg. 11 a, 912—919 [1956] ; eingegangen am 12. September 1956)

Auf der Grundlage einer Arbeit von Kraces zur Theorie des Kerr-Effektes fiir unpolare Fliissig-
keiten, in der das Molekiil als Ellipsoid angendhert wird und als zusétzlicher Parameter die DK der
Molekiilmaterie erscheint, wird eine Beziehung fiir die Kerr-Konstante polarer Molekiile in der
fliissigen Phase abgeleitet. Bei Anwendung dieser Rechnung auf Losungen zeigt sich dann, daf} die
molaren Kerr-Konstanten der untersuchten Dipolmolekiile: Methylathylketon, Methylisobutylketon,
n-Dodecylchlorid und Di-n-butylidther in den Losungsmitteln Hexan und Cyclohexan iiber den ganzen
Konzentrationsbereich unabhiangig von der Konzentration werden. Die bisher in diesen Losungs-
mitteln gefundene und teilweise als besondere Fliissigkeitsstruktur gedeutete Abhingigkeit diirfte
daher im wesentlichen auf dem nicht richtigen Ansatz fiir das innere Feld beruhen. Dagegen ist in
Benzollosung besonders bei den beiden Ketonen eine merkliche Abhédngigkeit ihrer molaren Kerr-

Konstante von der Konzentration festzustellen.

Vergleicht man die bisher bekannten molaren
Kerr-Konstanten MK der reinen Flissigkeiten mit
denen ihrer Gasphase, so findet man die MK der
Flissigkeit stets wesentlich kleiner als die des Gases.
Nachdem dieses frither auf eine besondere Flissig-
keitsstruktur zuriickgefithrt wurde!, ist in letzter
Zeit? bei dieser Auswertung ein nicht richtiger An-
satz im inneren Feld vermutet worden. Fiir die po-
tentielle Energie eines Molekiils und damit fiir seine
mittlere Orientierung zur Feldrichtung ist namlich
die sogenannte innere Feldstirke F beim KEerr-
Effekt maBlgebend, die am Molekiil selbst herrscht.
Sie unterscheidet sich wegen der elektrischen Wech-
selwirkung der Molekiile untereinander von der
* D 77, Mainz 1956.

1 u.a. H. A. Stuart, Naturwiss. 31, 123 [1943].
2 G.Kuaces, Z. Naturforschg. 9a, 602 [1954].

aullen an die Platten des Kondensators angelegten
Feldstarke E,, die in Zukunft als dulere Feldstarke
bezeichnet wird. Nur wenn man die Grofle des inne-
ren Feldes kennt, kann man aus der gemessenen
Kerr-Konstanten mit Hilfe eines Feldfaktors X die
molare Kerr-Konstante berechnen. Ist z. B. dieser
Feldfaktor fiir den Anisotropie- und den Dipol-
anteil der Kerr-Konstanten K gleich grof}, so wird
die molare Kerr-Konstante MK =K M/X o, wenn
M das Molekulargewicht und ¢ die Dichte der be-
trachteten Substanz ist.

Ubertrigt man nun das von Onsacer?® berechnete
innere Feld auf den Kerr-Effekt?, so erhdlt man
wenigstens  grofenordnungsmiBige  Ubereinstim-

3 L. Oxsacer, J. Amer. Chem. Soc. 58, 1486 [1936].
4 G.Kuraces, Z. Naturforschg. 7a, 669 [1952].



